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1. Evolucion de la idea de integral

1.1. Problemas de cuadraturas en las matematicas griegas

! Los problemas de cuadraturas son problemas geométricagsisten en lo siguiente: dada
una figura, construir un cuadrado con area igual a la de laafigada. Esta construccion debia
hacerse con regla no graduada y compas, siguiendo unasspretisas. Segun lo establecido en
los Elementogle Euclidesg. 300 a.C.) la construccion debe constar de un nimero finit@asesp
cada uno de ellos consistente en:

e Trazar una recta que una dos puntos.

e Trazar una circunferencia de centro y radio arbitrarios.

e Intersecar dos de las figuras anteriores.

Son famosos los problemas de la cuadratura del circuldséction de un angulo, la duplicacién
del cubo y la inscripcion de poligonos regulares en una mierancia. En la antigua Grecia se
sabia cuadrar cualquier poligono.

Figura 1. Cuadratura de un rectangulo

Para cuadrar el rectangulBCDde la figural se procede de la forma siguiente:
1) Se prolonga el ladéBYy se determina sobre él un puriidal queBE = BC.
2) Se traza con centro en el punto me@ide AE una semicircunferencia de radiiE.

3) Se traza poB una perpendicular AE y se determina su punto de coRecon la semicircunfe-
rencia.

4) El segmentd-B es el lado de un cuadrado cuya area es igual a la del rectaAB@®. Esto es
consecuencia de que la altl#8 de un tridngulo rectangulAF E es media proporcional entre las
dos partes en que divide a la hipotenusa, es deBifAB = BE/FB, por lo queFB? = AB.BE =
AB.BC.

1para escribir estas notas histéricas he seguido degcertralimos de Kirsti Andersen], Israel Kleiner {], Gon-
zalez Urbanejad] y H. J. M. Bos [].




A partir de aqui es facil obtener la cuadratura de un triamdalque permite obtener la cuadra-
tura de cualquier poligono descomponiéndolo en triangllos matematicos griegos inventaron
un procedimiento, que se conoce con el nombre de “exhaudsgpidnel cual podian lograr la cua-
dratura de algunas regiones delimitadas por curvas. Seigria Eudoxo de Chida (400 - 347
a.C.) lainvencion de este método, que fue perfeccionadenmsnente por Arquimedes.(287 -
212 a.C.). El siguiente es un notable ejemplo de su aplicacié

1.1.1. Cuadratura de un segmento de parabola por Arquimedes

Teorema. El area del segmento paraboli®V/ Q es igual a cuatro tercios el area del triangulo
inscrito APV Q.

Demostracién. Esta demostracion aparece en una carta que escribe Arqggraesh amigo Do-
sitheus, obra que se conoce con el nombr8atwre la Cuadratura de la Parabalha demostracion
consiste en hacer una descomposicién exhaustiva del segpaabdlico por medio de triangulos
de una forma muy ingeniosa. Empezaremos explicando larconiin geométrica de la figuga
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Figura 2. Cuadratura de un segmento de parabola

Unacuerda PQde una parabola es un segmento que une dos de sus puntosidmaplena
acotada, cuya frontera esta formada por la cuB@ el arco de la parabola comprendido entre
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los puntosP y Q se llama ursegmento parabélicd&El vérticede un segmento parabdlico es el punto
de la parabola en el cual la tangente es paralela a la cueeddedjue el segmento.

Se verifica que el vértice de un segmento parabd¢@ es el punto interseccién con la pa-
. . , . 1
rabola de la recta paralela al eje de la parabola que pasd pon® medioO = E(P+Q) del
segmentd?Q.

El triangulo APV Q cuya base es el segmerRQ y cuyo otro vértice es el vérticé del seg-
mento parabdlico le llamaremos el triangulo inscrito.

En la figura2 se han representado también los triangulddMV y AV NQinscritos, respecti-
vamente, en los segmentos parabdlicos determinados prudedasPV y V Q.

La primera parte de la demostracion consiste en calculaeealde los dos triangulaaPMV y
AVNQ. Arquimedes demuestra que

A(AVNQ) = %)\(AVOQ), A(AVMP) = %)\(AVOP)

Por tanto 1
AAVNQ) +A(AVMP) = Z)\(APVQ) (8]

. o . ., 1
LlamandoSal &rea del trianguld\PV Q, el area de los dos nuevos triangulos-& Naturalmente,
este proceso se puede repetir ahora con cada uno de lossegrmentos parabdlicos determinados
por las cuerda®M, MV, VN y NQ inscribiendo en ellos los respectivos triangulos, la suma d

cuyas areas sera |guali%s Y puede repetirse indefinidamente.

Nosotros ahora acabariamos calculando el area del segpeatwlico por

> 1 4
—S=-S
24573
Pero Arquimedes, que no sabe de convergencia de seriemrgdial le hace, razona de forma muy
elegante por medio de la doble reduccién al absurdo usual atematica griega.

Para ello hace uso de la llamaatapiedad arquimediana axioma de ArquimedeEste axioma
aparece en el libro de Arquimedea Esfera y el Cilindraasi como erSobre la Cuadratura de la
Parabolay enEspirales Al parecer, dicho axioma fue ya formulado por Eudoxo. Coatmemos,
la propiedad arquimediana establece que:

Dadas magnitudes cualesquiera>a0 y b > 0, siempre es posible, por pequefia que
sea a y grande que sea b, conseguir que un multiplo conveniené exceda a b, es
decir na> b para algiin nimero natural n.



Partiendo de la propiedad arquimediana se deduce faciéneésiguiente resultado, llamagan-
cipio de convergencia de Eudgxen el que se basa el llamad@todo de exhauscidriego:

Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor quetad, y si del resto
sustraemos de nuevo una cantidad no menor que su mitad, ytsicamos repitien-
do este procesos de sustraccion, terminaremos por obtemao cesto una magnitud
menor que cualquier magnitud del mismo tipo dada de antemano

Arquimedes razona como sigue. $eal area del segmento parabdliev Q.

4 . 4
(I) Supongamos quk > §S es decir, qu& — §S> 0.

Como el area del triangulo inscrito en un segmento parab&itQ es la mitad del area del
paralelogramo circunscritBP’'QQ, la cual, a su vez, es mayor que el area del segmento, se sigue
gue el area del triangulo inscrito en un segmento parabé$icoayor que la mitad del area de dicho
segmento, lo que permite aplicar el principio de converigede Eudoxo.

Por tanto, en la sucesiéon de areas

1 1.1
KK —=SK—(S+39.K~(St+ 7S+ 5),...

cada una es menor que la mitad de la que le precede y, por éemtartud del citado principio,
podemos concluir gue en alguna etapa se tendra que

4 1 1 1
Esto implica que
1 1 1 4
lo que es contradictorio con la igualdad, conocida por Arges, que dice que:

1. 1 1. 4. 11
S+>S+—St+-+--S=-S---8 2
+ 58+ 168+t ;mS=35" 34 @)

L 1 1 1 4 4
la cual implica ques+ ZS+ 1—68+ s ES< :—33 Por tanto, no puede sKr> :—))S

(1) Supongamos quk < gs es decir, qu%S— K> 0.

Como cada una de las aredigS, S ..., 2:Ses menor que la mitad de la que le precede y, por
tanto, en virtud del principio de convergencia de Eudoxogpeos concluir que en alguna etapa se
tendré quekS< 3S— K. Entonces

4 1 1
S K>_—s d
Z o 16

11 4 1 1



Lo que implicaria que
1 1 1

Que es absurdo pues la suma de la derecha es el area de um@altigorito en el segmento

. 4 .. .
parabdlico. Por tanto, no puede ek :—))S La unica posibilidad eK = és O

1.1.2. El Métodode Arquimedes

En su trataddcl Métodq que se creia perdido y fue descubierto en 1906, Arquimdatene
la cuadratura de la parabola por medios mecanicos usandmeip de la palanca. Aunque el
propio Arquimedeseconoce que esa forma de proceder no es una demostrauiémece la pena
decir algo sobre ella.

Y,

Z

T \
H M

A Q D C
Figura 3. EIMétodode Arquimedes

La rectaCZ es la tangente a la pardbola@rB es el vértice del segmento parabdlico. El segmento
AZ es perpendicular a la cuerd&, CT es la recta que pasa por el puty el vérticeB de forma
quekK es el punto medio del segmer@d. Se consider&T como un brazo de palanca con fulcro
enk.

Por serABC una parabola, se sabe que la subtangEmesn un puntdC es igual al doble de
la abscisaBD (conviene imaginarse la parabola girada 90 grados), es @d2i= 2BD, de donde,
EB = BD. Deducimos, por la semejanza de triangulos en la figuraMjde- NQy ZK=KA.



Arquimedes demuestra &obre la Cuadratura de la Parabolgue
CA MQ

AQ QO
.. CA CK i
Y, como también e% = KN’ y por construccion €§K = CK, obtenemos que

TK MQ

KN~ QO
Si ahora trasladamos al punfoun segmento de longitud igual@O y lo ponemos como en la
figura el segment® H de modo que su centro de gravedad sea el plinta igualdad anterior
nos dice que el segmentoH = QO queda equilibrado por el segmerntQ, pues el producto
de dichos segmentos por la longitud correspondiente deblita palanca con fulcro €f es la
misma. Obsérvese qikes el centro de gravedad del segmevitQ. Deducimos qu& es el centro
de gravedad de los segmentold y MQ.

= TK.QO=KN.MQ

Analogamente puede razonarse con cualquier paralela deel@ parabol&D, todas ellas
estaran en equilibrio con los segmentos determinados stiasepor el segmento parabdlico tras-
ladados al puntd’, de manera que el centro de gravedad de cada par de segnemates$ punto
K.

Ahora bien, los segmentos paralelo®B “componen” el triAngulo AAZCYy los correspon-
dientes segmentos dentro del segmento parab@immponen” dicho segmento parabélico. Por
tanto el triangulcAZC “permaneciendo en su lugaréstara en equilibrio respecto del puki@on
el segmento parabdlico trasladado hasta tener su centmavkdgd e, de manera que el centro
de gravedad del conjunto de ambos sera el pknto

Dividimos ahoraCK por el puntoG de forma queCK sea el triple d&KG, el puntoG sera el
centro de gravedad del triAnguWC,y puesto que el triangulaZC, “permaneciendo en su lugar”
esta en equilibrio, respecto del puttocon el segmento parabolié&BC, trasladado con centro de
gravedad e, y queG es el centro de gravedad del triang@ldC, se verifica, por consiguiente,
que la razén del trianguldZC al segmento parabélicABC colocado alrededor del centiio es
igual a la razén d&@ K aKG. Ahora bien, siendd K triple deKG, el trianguloAZC sera triple del
segmento parabdlicABC. Ademas, el trianguldZC es cuadruple del triangulo inscrieBC, ya
queZK esigual qu&K Ay KA es doble d&D al serAD igual queDC. Concluimos que el segmento
parabdliccABC equivale a cuatro tercios del triangulo insci&BC. O

1.1.3. Area de una espiral

El siguiente ejemplo de cuadratura sigue un procedimient ttaducido a las notaciones
actuales, es practicamente el mismo de la integral de Rieman
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La espiral de Arquimedes es la curva que describe un punterialajue se mueve con velo-
cidad uniforme a lo largo de una semirrecta que gira con igddcangular uniforme alrededor de
su extremo. Es un ejemplo de las llamadas/as mecanicad.a ecuacion polar de una espiral de
Arguimedes es de la fornta= a8, dondea > 0 es una constante.

teorema. El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercari jplel area del circulo
circunscrito.

Demostracion.Consideremos una espiral de Arquimedes de ecuacion petad y calculemos

el area cuando el angulo polar varia desde fi, @& decir, de la primera vuelta de la espiral. El radio
del circulo circunscrito est. Para ello dividimos este circulo en sectores de ampfitad2r/n,
desded = 2rk/nad = 2m(k+1)/n parak =0,1,...,n— 1. En cada sector examinamos el arco
de espiral que queda dentro del mismo y acotamos el arespondiente a dicho arco de espiral
entre las areas de dos sectores circulares. Teniendo etaquenel area de un sector circular de
radior y amplitud¢ radianes e%rzq), resulta que el area de sector circular mas grande inscrito e
cada arco de espiral &ga2rk/n)?(2m/n), y el area de sector circular mas pequefio circunscrito a
cada arco de espiral gga2mn(k -+ 1)/n)?(2m/n). Deducimos que el are8, de la espiral verifica
que:

n

n—-1 1
2,2

<a2nk>22n 4ra2 "t n }<a2nk>22_n_4n*°’a2 n
(== -

k2
n n n3 kzl

Figura 4. Cuadratura de una espiral

n
1 -
Arquimedes conocia qu{ k? = 6n(n+ 1)(2n+ 1). Usando este resultado podemos escribir
K=1



la desigualdad anterior en la forma:

4n3a2% (1— 1) (2— }> < S< 4rPa?s <1+ }> <2+}>
n n 6 n n

PongamoX = %n(Zrta)z gue es una tercera parte del area del circulo circunscrigstaRddK en
la desigualdad anterior y haciendo operaciones senailtdenemos que:

3 1 3 1
Kl——+— ) <S—K<K[=+4—);
< 2n+2n2> < < <2n+2n2>’
y como I/n? < 1/n, obtenemos que 2K /n < S—K < 2K /n. Usando ahora el axioma de Arqui-
medes se concluye q&-= K. O

1.2. Laintegracion antes del Calculo
1.2.1. Los indivisibles de Cavalieri

El método de integracion geométrica que se considerab& ddeante la primera mitad del
siglo XVII era el método de exhauscion que habia sido ineinpor Eudoxo y perfeccionado por
Arquimedes. El nombre es desafortunado porque la ideaatdetrmétodo es la de evitar el infinito
y por lo tanto este método no lleva a un “agotamiento” de lafigudeterminar.

Entre los matematicos del siglo XVII era general el deseaderrar un método para obtener
resultados y que, a diferencia del método de exhausciéra flieecto. Y mejor que mejor si el
nuevo método, aparte de dar resultados, pudiera ser dtlzara demostrarlos.

El camino que siguieron fue el que se deriva de una conceptiditiva inmediata de las mag-
nitudes geométricas. Se imaginaron un area como formadajgmplo, por un nimero infinito
de lineas paralelas. Kepler ya habia hecho uso de métodaiteisifnales en sus obras; el interés
gque se tomo en el célculo de volimenes de toneles de vino dio cesultado un librdNova ste-
reometria doliurum vinariorunf1615). En él consideraba sélidos de revolucién como sviesan
compuestos de diversas maneras por una cantidad infinitarths gélidas. Por ejemplo, conside-
raba una esfera como formada por un nimero infinito de conosémice comudn en el centro y
base en la superficie de la esfera. Esto le conducia al @sultaque la esfera es igual en volumen
al cono que tiene como altura el radio de la esfera y como bas&aulo igual al area de la esfera,
es decir un circulo con el diametro de la esfera como radio.

Galileo tenia laintencién de escribir un libro sobre inslivies, pero este libro nunca se publicé.

Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), discipulo de Galileprgfesor en la Universidad de
Bolonia, publicé en 1635 un tratad@eometria Indivisibilibus Continuorum Nova quadam Ragion
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Promotaen el que, siguiendo ideas de Kepler y Galileo, desarrolk téonica geométrica para
calcular cuadraturas, llamadaétodo de los indivisible€n este método, un area de una regién
plana se considera formada por un nimero infinito de segmeat@lelos, cada uno de ellos se
interpreta como un rectangulo infinitamente estrecho; lumven se considera compuesto por un
namero infinito de areas planas paralelas. A estos elemégdtama losindivisibles de area

y volumen respectivamente. En lineas generales los “sitlilistas” mantenian, como expresa
Cavalieri en sugxercitationes Geometricae SE647), queuna linea esta hecha de puntos como
una sarta de cuentas; el plano esta hecho de lineas, comgida tke hebras y un sélido de areas
planas como un libro de hojas

La forma en que se aplicaba el método o principio de Cavaliggde ilustrarse como sigue.
Para demostrar que el paralelogra&B8CDtiene area doble que cualquiera de los triAngAB®
0 BCD, hace notar que cuanddD = BE, se tiene qu&H = FE. Por tanto los triangulodBDy
BCD estan constituidos por igual nimero de lineas igualess talmoGH y EF, y por tanto sus
areas deben ser iguales.

1.2.2. Cuadratura de la cicloide por Roberval

En 1630, Mersenne, propuso a sus amigos matematicos hatexdeatura de la cicloide. Esta
fue llevada a cabo por Gilles Personne de Roberval en 16i2antio esencialmente el método
de los indivisibles de Cavalieri. Recuerda que la cicloisléaecurva que describe un punto de una
circunferencia que rueda sin deslizar.

En la figurab, seaQMNSIla mitad de un arco de la cicloide generada por el circulo dmma
centrado e®. El area del rectangul@MNPes el doble del area del circulo. Construimos segmen-
tos de linea infinitesimales horizontal@d3, con longitud determinada por la distancia horizontal
entre el diametr®Qy la circunferencia. Cada punde la cicloide lo sometemos a una traslacion
horizontal hasta el puntd, segun el correspondiente segmefiB= CD, y asi obtenemos la curva
QRN, llamada compafiera de la cicloide. Por la construcciénzestd, las secciones horizontales
del semicirculo y de la region comprendida entre la ciclgide curva compafiera son segmentos
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T

Figura 5. Cuadratura de la cicloide

de igual longitud, por lo que dicha regién tiene area igual enitad del circulo. Por otra parte,
la curva compafiera de la cicloide divide en dos partes igualeectanguld@MNP, pues, como
Roberval demostro, las secciones horizontales de atyrdr — a dan en cada una de las partes
en que dicha curva divide al rectangulo, segmentos igu@ieg UV. Deducimos asi que el area
encerrada por la mitad de un arco de cicloidew&st 312 = 3rr2. Por tanto, concluimos que el
area encerrada por un arco de la cicloide es tres veces aldrefaculo que la genera.

Los matematicos no se mostraban de acuerdo acerca del valtlabia que dar a una demos-
tracién por el método de los indivisibles. La mayoria de loe ge preocupaban de la cuestién
consideraban el método de los indivisibles s6lo como un deéheuristico y creian que era adn
necesaria una demostracién por exhauscion.

1.2.3. Parabolas e hipérbolas de Fermat

La cuadratura de las curvas definidas per x” donden es un nimero natural o bien un entero
negativon # —1, habia sido realizada pana= 1,2...,9 por Cavalieri, aunque podemos remontar-
nos hasta Arquimedes que habia resuelto geométricamertados correspondientes & 1,2, 3.
Fermat, con una ingeniosa idea, logré obtener la cuadrdtuéaeas limitadas por arcos de hipér-
bolas generalizadady™ =1 (m,n € N).

Fermat seguia un método clasico de exhauscion, pero codeméeliz que consistié en consi-
derar rectangulos infinitesimales inscritos en la figuraaaar cuyas bases estaban en progresién
geométrica. Fermat considera al principio las hipérbgids= k y manifiesta:

Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la dedpo) que es la primera,
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pueden ser cuadradas por el método de la progresion gecraéilie acuerdo a un
procedimiento uniforme general.

Vamos a hacernos una idea de cémo calculaba Fermat la awraddat la hipérbola generalizada
y=x"2 parax > a. Usaremos notacion y terminologia actuales.

A

o aarar? ar® art ard aré

Figura 6. Cuadratura de la hipérbola de Ferynatx 2

Elegimos un nimero > 1 y consideremos los puntos de absciaas,ar?,ar?,.... Los rec-
tangulos inscritos (ver figur@) tienen area

(ar —a) + (ar®—ar) + (ar® —ar?)

1 1
(ar)? (ar?)?
El area de los rectangulos circunscritos viene dada por

2_ar)

iz + (ar® —ar?)

(ar)
Por tanto, llamand&al area bajo la curva, tenemos que

1 r
— < S< —
ar a

1
(ar—a)g + (ar

: . : 1 .
Como esta desigualdad es valida para todol, concluimos qu& = " Observa que dicho valor
es precisamente el area del rectangdiBa

El razonamiento de Fermat tiene detalles muy interesantes pierden usando la termino-
logia y simbolos actuales. Vamos a reproducir parte de sumaaziento. Fermat se apoya en una
propiedad de las progresiones geométricas de raz6n meada gnidad, que enuncia como sigue:
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Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecegfimdamente, la diferen-
cia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio de&lmo el mayor es a la
suma de los términos restantes.

LlamemosRy, Ry, R, ... alas areas de los sucesivos rectangulfs ya suma de todas ellas. Como
se trata de una progresion geométrica decreciente, sejiene

R-R R
R, S—R;

Simplificando, resulta

S—R; =0AAB= %l

Dice Fermat:

[...] si ahora afiadimog$a ambos miembros de esta igualdatifectdngulo R que a
causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece y quddeide a nada, alcanza-
mos la conclusién, que podria ser faciimente confirmada parmas prolija prueba
llevada a cabo a la manera de Arquimedes...No es dificineiieesta idea a todas
las hipérbolas definidas anteriormente excepto la que ha isidicada[la hipérbola
de Apolonia].

Vemos como en las cuadraturas de Fermat de hipérbolas yop@saeneralizadas, subyacen
los aspectos esenciales de la integral definida:

e Ladivisidon del area bajo la curva en elementos de area imrfireihte pequefios.

e Aproximacion de la suma de esos elementos de area por meaiotdagulos infinitesimales
de altura dada por la ecuacién analitica de la curva.

e Unintento de expresar algo parecido a un limite de dicha suiawado el nimero de elemen-
tos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamenigepes.

1.2.4. Laintegracion aritmética de Wallis

Jhon Wallis (1616 - 1703) publico en 1655 un trat#ddhmetica infinitorum(“La Aritmética
de los infinitos”) en el que aritmetizaba el método de losvisiiles de Cavalieri. Para ilustrar el
método de Wallis consideremos el problema de calcular el la curvay = xK (k=1,2,...)

y sobre el segmentf®,a] (ver figura {)). Siguiendo a Cavalieri, Wallis considera la regiBQR
formada por un nimero infinito de lineas verticales parsleada una de ellas con longitud igual
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ax¥. Por tanto, si dividimos el segmerfa) = AB= a enn partes de longituth = a/n, donden es
infinito, entonces la suma de estas infinitas lineas es del tip

0K+ h*+ (2h)k + (3h)k+ .- + (nh)k (3)
Andlogamente, el area del rectangdiBCDes
a+a+a+ - +a = (nh*+ (nh)¥+ (Nh)*+ - .- + (nh) (4)
La razon entre el area de la regiB@RYy el rectangulcABCDes

AreaPQR 0K+ 1K+ 2K+ 3K+ ... 4k

A B 5
AreaABCD K+ nK+nK4nk4 ... 4 nK %)

P Q A B
Figura 7. Comparando indivisibles

Esto lleva a Walllis a estudiar el valor de la expresB)paran = «?. Después de estudiar varios
casos para valores #e= 1,2, 3 haciendo, en cada caso, sumas para distintos valores de?, 3,4,
Wallis observa ciertas regularidades en las mismas y, codébil base, acaba afirmando que para
n=oyparatoddk=1,2,..., se verifica que:

OK 1k 2% 3Kk K 1

= 6
MKk nk ..k k1 ©
Naturalmente, de aqui deduce el valor del area de la rétfifR
AreaPQR AreaPQR 1 ) aktt
QR _ QR_ = AreaPQR=— k=123... )

AreaABCD a1 k+1 k+1

2Fue precisamente Wallis quien introdujo en 1655 en |a Blar&ectionibus Conicigl simbolo del “lazo del amor”,
o, con el significado de “infinito”.
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Este resultado ya era conocido anteriormente, pero Wallkiemparaba aqui y extendia la validez de
la igualdad €) a todos los exponentes racionales positivos. Su pecalzanamiento tiene interés
pues en él se bas6 Newton para obtener la serie binomial.dnwies del mismo puede resumirse,
en términos actuales, como sigue.

Definamos el indiceg( ), de una funcionf mediante la igualdad

O+ )@ 1
M T+ f)+ () o(H+1 ®

suponiendo que dicho limite tenga sentido. Por ejemglonds dice que el indice de la funciéon
fi(X) = X< eso(fy) =kparak=1,2,....

Wallis observé que, dada una progresién geométrica de @atedex como, por ejemplo
1,x3,x°,x’,..., la correspondiente sucesion de indice3 B,7,... forman una progresion aritmé-
tica. Comoo(fx) =k, esta observacion es trivial, pero le permite dar un ateesalto adelante,
de manera que mediante una audaz interpolaciéon estabileak(sostracion) que una conclusién
analoga puede deducirse para la progresion geométrica

L% (%2, (Y091 x
de manera que la sucesion de sus indices debe formar unagiéogaritmética, de donde se sigue
que debe sev((YX)P) = p/qparap=1,2,...,q. De esta forma obtiene que
im VOP+(VDP+ (V2P + (VIP 4+ (v)P 1

[im

e (VP (VAP (VAP (VAP (VAP p/g+ 1
Wallis estaba convencido de la validez de su método, coagmdteriormente comiaterpolacion
de Wallis que tuvo importancia en el siglo XVIIl. Puede considerars®o un intento de resolver
el siguiente problema:

Dada una sucesiongPdefinida para valores enteros de k, encontrar el significddo
Py cuandoa no es un namero entero.

Ademas, Wallis deduce queecesariamente debe sgyx)P = xP/4. Sera Newton, poco més tarde,
quien siguiendo los pasos de Wallis, introducira el uso dermias fraccionarias y negativas.

Wallis, incluso llega a afirmar que la igualdad
a‘r+1

a
Tdx = 9
Ofxx r+1 ©)

no es vélida solamente para exponemteacionales, sino también para otros come /3 pero,
naturalmente, no puede dar ninguna justificacion.
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Obtenida, a su manera, la cuadratura fundame#aiVallis intenta calcular la integral
1
f V/X—X2dx
0

Dicha integral representa el area bajo la semicircunféaetecentrq1/2,0) y radio 1/2, su valor
es, por tantoyt/8. Wallis queria obtener dicho resultado evaluando dineetde la integral. No
tuvo éxito en este empefio que Newton habria de resolverripostente, pero sus resultados le
llevaron a obtener la llamadérmula de Wallis

2 1.3.3.5.5.7.7--.
n 2.2.4.4-6-6-8---

1.2.5. Elresultado fundamental de Barrow

Barrow estuvo muy cerca de descubrir la relacion inversee gmbblemas de tangentes y de
cuadraturas, pero su conservadora adhesion a los métoaimegieos le impidié hacer uso efec-
tivo de esta relacion. Veamos como aparece esa relaciomnad se expone en la Leccion X,
Proposicién 11 de lasectiones Geometricae

En la figura 8) se han representado dos cuyva f (x) ey = g(x). El segment@\D representa el
eje de abscisas donde toma valotesa cantidady(x) representa el valor del &rea bajo la grafica de
f comprendida entre el punfoy x. Dado un punto de abscifx se trata de probar que la pendiente
de la tangente = g(x) en el punta~, es decir en el punt@D,g(D)), es igual af (D) = DE. La
demostracion de Barrow es geométrica.

y=09(x)
F
|
L
K
A
T P D
z
G\E\yzf(X)

Figura 8. Teorema Fundamental
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Tracemos una linea reckl porF que corta el alarectaAD Yy tal que
DF/TD= f(D) =DE

Queremos probar qUET es la tangente § = g(x) en el puntoF. Para ello vamos a ver que
la distancia horizontalKL, de cualquier puntd de la rectaEF a la rectaFT es menor que la
distancialL, de dicho puntd a la curvay = g(x). Esto probara que la rece&l queda siempre por
debajo dey = g(x).

Tenemos que:
FL/KL=DF/TD=DE

Por otra parte:
areaADEZ = FD

areaAPGZ = PI=LD
areaPDEG = FD-LD=FL

Ya que

areaPDE G < rectanguloPD.DE (20)
Se sigue que

FL < PD.DE — DE > FL/PD
y por tanto

FL/KL>FL/PD— KL<PD=IL

Deducimos que el punti queda debajo de la curwa= g(x) y por tanto la rectd&T queda a
un lado de la curva. Para completar la demostracion es marespetir el razonamiento tomando
puntos a la derecha deF. Esto prueba qué& F es tangente § = g(x) enD y su pendiente es
DE = f(D). En términos actuales, lo que Barrow ha probado es que:

&If(t)dt:f(x)

a

1.3. Larelacion fundamental entre cuadraturas y tangentes
1.3.1. El Teorema Fundamental del Célculo segin Newton

Newton desarroll6 tres versiones de su célculo. En la DerAnalysi per aequationes numero
terminorum infinitasque Newton entregd a su maestro Barrow en 1669, y que pued&lecarse
el escrito fundacional del Célculo, Newton usa conceptiisiiesimales de manera similar a como

18



hacia el propio Barrow. Este trabajo, ademas de contereoreiha binomial y los descubrimientos
de Newton relativos a series infinitas, contiene también laro aeconocimiento de la relacion
inversa entre problemas de cuadraturas y de tangentes.posieX¥n que hace Newton de esta
relacién fundamental es como sigue. Supone una curva y liaah@rea bajo la curva hasta el
punto de abscisa (ver figura9). Se supone conocida la relacién ertrg z Aunque Newton
explica su método con un ejemplo, queda perfectamente slacaracter general. El ejemplo que

A d
K ~

H
P,u/

.0 —

B b
Figura 9.z= z(x) = areaOPB

X
\]

Newton considera es
n m+n

Z=——axn (11)
m+n
Pongamos, por comodidad= % Newton se imagina que el purfeo= (x,y) se mueve a lo largo
de la curva y razona como sigue. Incrementemos la abseiza- 0 dondeo es una cantidad infini-
tesimal omomentoTomemosBK = v de forma queov = areaBbHK = areaBbPd El incremento
del area viene dado por:

ov=2z(X+0) —z(x) = ?(x+ 0 — ?xr (12)

Desarrollando en potencias

9— r_é-r r_é-r 9 I’(I’—l)0_2 r(r—l)(r—2)o_3
r(x+o) = rx(1+o/x) =X <l+rx+ > 2t T 123 &7 (13)
De (12) y (13) deducimos, después de dividir pmrque:

4 ar-1 ., ar-1)(r-2) ,,
N 1 X 2 2. —3
v=axXTth = oX T 123 ©°%

Si en esta igualdad suponemos quea disminuyendo hasta llegar a ser nada, en cuyo ¢aso
coincidira cony, después de eliminar los términos que contiemgne desaparecen, resulta que:

y=aX l=axn (14)
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Este es, por tanto, el valor de la ordenada de la cunR-er(x,y). El proceso puede invertirse y,
de hecho, ya se sabia que la cuadraturddeviene dada porl(1).

Observemos que Newton no ha usado el significado tradictméd integral al estilo de sus
predecesores, es decir, no ha interpretado la integral confionite de sumas de areas infinitesi-
males, sino que ha probado que la expresion que proporaangtratura es correcta estudiando
la variacion momentanea de dicha expresion. De hecho, Iblgueon ha probado es que la razén
de cambio del area bajo la curva, esto es, el cociente

zZ(X+0) —z(x)
0
se hace igual a la ordenada de la curva cuantd® hace nada’. En términos actuales, la derivada
dez(x) es la funciory = y(x). La relacién simétrica entre cuadraturas y derivadas qasdauesta
claramente de manifiesto. Para calcular cuadraturas, bastaalcular una antiderivada, lo que
llamamos una primitiva de la funcign= y(x).

1.3.2. Lainvencién delcalculus summatoriugor Leibniz

Las principales ideas que guiaron a Leibniz en la invenc@rCdilculo fueron:

e Lacreacion de un simbolismo matematico que automatizarediculos y permitiera formu-
lar facilmente procesos algoritmicos.

e La apreciacion de que las sucesiones de diferencias puedesrse facilmente, y que el
proceso de formar la sucesion de diferencias y después lsureanpera la sucesion inicial,
es decir, que se trata de operaciones inversas una de la otra.

e La consideracion de las curvas como poligonos de infinithsslale longitudes infinitesima-
les y de las variables como sucesiones que toman valoresauives infinitamente proxi-
mos.

Se conservan en el archivo Leibniz en Hannover los manasaite contienen las investigaciones
de Leibniz sobre los problemas de cuadraturas. En dichasmtattos, fechados del 25 de octu-
bre al 11 de noviembre de 1675, Leibniz investiga la poslidide formular simbdélicamente los

problemas de cuadraturas e introduce los simbolos quelraeti® usamos para la integral y la
diferencial. Los progresos de Leibniz se exponen de formaisa y clara en el trabajo de H.J.M.

Bos [2] que sigo muy de cerca. Algunos de los resultados de Leibmigséos manuscritos son

casos particulares de la regla de integracion por parteso.cpor ejemplo, la siguiente igualdad

(se supond (0) = 0):

a

fxf'(x)dx —af(a)— fa f(x)dx = af f/(x) dx —f (f f’(t)dt) dx (15)
0 0

0 0 0
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Por supuesto, Leibniz no la escribe asi. Recuerda que laiditgue usamos para la derivada se
debe a J.L. Lagrange y es bastante tardia, de finales delgiglb Ademas, la notacién que usa-
mos para indicar los limites de integracion fue introdugda J. Fourier en el primer tercio del
siglo XIX. Incluso el término “integral” no se debe a NewtdrarLeibniz. Leibniz llamdécalculus
differentialis esto es “célculo de diferencias”, a la parte de su calcutosguocupa del estudio de
tangentes, galculus summatoriys sea “célculo de sumas”, a la que se ocupa de problemas de
cuadraturas. Para Leibniz una integral es una suma de asfirgttangulos infinitesimales, el sim-
bolo que ide6 para representarlaf; tiene forma de una “s” alargada como las que en aquel tiempo
se usaban en la imprenta; ademas, es la primera letra dealarpdhtinasummao sea, “suma’.
Fue Johann Bernoulli quien, en 1690, sugirié llaroalculus integralisal calculo de cuadraturas,
de donde deriva el término “integral” que usamos actualeent

De hecho, Leibniz obtuvo la formuld %) antes de inventar su notacion para las integrales y
las diferenciales. Es interesante mostrar como lo hiza 8y vamos a seguir el camino opuesto
al seguido por Leibniz, modificando la notacién de dicha fdenhasta llegar a escribirla como lo
hizo él.

Podemos interpretar graficamente la igualdes) §in mas que observar la figut8.

P=(af(a)

(¢] X A=a
Figura 10. Areas complementarias

El nimeroaf(a) es el &rea del rectingu@APB la integralfoaf(x) dx es el area de la parte
de dicho rectangul®AP que queda bajo la curwa= f(x). Deducimos del5) que la integral
fg"xf’(x) dx es el area de la part®BP de dicho rectangulo que queda por encina de la curva
y= f(x). Esta area es la suma de las areas de rectangulos horigargaie los representados en la
figura 10. Estos rectangulos horizontales tienen como base el valta dbscisa correspondiente,
X, ¥y como altura la diferencia infinitamente pequefia entreaddsenadas sucesivas, que Leibniz
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representa pow. Esta diferencia es lo que posteriormente se llamara diferedey. Podemos,
pues, interpretar que = dy = f’(x)dx. Por su parte, el area de la regiOAP es considerada por
Leibniz como la suma de las ordenadag-inalmente, podemos elimingrporque para Leibniz
el valor de una variable puede obtenerse sumando sus dif@seronsecutivas, por esppuede
verse como la suma de las Esto equivale, en nuestra notacion, a sustit(s) porfoxf’(t)dt (o,
al estilo de Leibnizy por [ dy), lo que también hemos hecho en la igualdks).(La forma exacta
en que Leibniz escribié la igualddd, segln se lee er], es:

omn.Xwr1ult. X, OMN.W, — 0mn. omnNw (16)

Aqui 1 es el simbolo para la igualdad, “uk’ significa elultimus x el tltimo de losx, es decir,
OA= a. El simbolo “omn.” es la abreviatura dennes lineag'todas las lineas”, simbolo que habia
sido usado por Cavalieri y que Leibniz usa con el significadd'wha suma”. Se usan también
lineas por encima de los términos y comas donde ahora poragiparéntesis.

En un manuscrito posterior en algunos dias, Leibniz vuelesaaibir la igualdadl6 en la
forma:
omn.x¢rixomn. —omn.omn/, a7

y observa que omn. antepuesto a una magnitud lineal ¢ataan area; omn. antepuesto a un area
comox/ da un volumen y asi sucesivamente.

[7]... Estas consideraciones de homogeneidad dimensional pdraber sido las que sugirie-
ron a Leibniz el usar una Unica letra en vez del simbolo “oppofque escribe a continuacion:
“Seria conveniente escribif” en lugar de “omn.”, de tal manera qyée represente omf.es
decir, la suma de todas 1&5 Asi fue como se introdujo el signgf® [...] E inmediatamente
a continuacion escribe Leibniz la férmulbs utilizando el nuevo formalismo:

fxe:xje—jje (18)

S

y subrayando que estas reglas se aplican a “las series endda gazon de las diferencias
de los términos a los términos mismos es menor que cualcai¢idad dada”, es decir, a las
series cuyas diferencias son infinitamente pequefas.

haciendo notar que:

Una lineas mas adelante nos encontramos también con ldustion del simbolod” para

la diferenciacién. Aparece en el contexto de un brillanmnamiento que puede resumirse
de la forma siguiente: el problema de las cuadraturas esalilgma de suma de sucesiones,
para lo cual hemos introducido el simbolf"y para el que queremos elaborar ediculo, es
decir, un conjunto de algoritmos eficaces. Ahora bien, siguegsiones, es decir hallar una
expresion general pargy dada lay, no es posible normalmente, pero siempre lo es encontrar
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una expresion para las diferencias de una sucesion dadpuésiel calculo de diferencias es
la operacién reciproca del calculo de sumas, y por lo tandeipos esperar dominar el calculo
de sumas desarrollando su reciproco, el célculo de difa®rfeara citar las mismas palabras
de Leibniz:

Dada/ y su relacién corx, hallar [ ¢. Esto se puede obtener mediante el célculo
inverso, es decir, supongamos gfle= yay seal = ya/d; entonces de la misma
manera que |l aumenta las dimensiones)as disminuira. Pero |4 representa
una suma yl una diferencia, y de lpdada podemos encontrar siempyd o ¢, es
decir, la diferencia de lag

Asi se introduce el simbola” (o més bien el simbolo “4d”). [...] De hecho, pronto se da
cuenta de que ésta es una desventaja notacional que no vrapertsada por la ventaja de la
interpretacion dimensional de Jay ded, y pasa a escribird(ya)” en vez de ya/d”, y de ahi
en adelante son interpretadasiig la [ como simbolos adimensionales.|.

En el resto del manuscrito Leibniz se dedica a explorar astemsimbolismo, al que traduce
viejos resultados, y a investigar las reglas operaciomplesigen laf y lad.

Esta larga cita, extraida del trabajo de H.J.M. Blesvton, Leibniz y la tradicion leibnizian§ 2]),

nos da una idea de como lleg6 Leibniz a la invencién del a&léub fueron los caminos del razo-
namiento légico deductivo los seguidos por Leibniz sinadesa intuicidn, la conjetura, el estudio
de casos particulares y su generalizaciérLos mismos caminos que hoy siguen los matematicos
activos en sus trabajos de investigacion. Pese a que losmosaue maneja Leibniz son oscuros
e imprecisos fue capaz de desarrollar algoritmos de cakfidaces y de gran poder heuristico.
Como ya hemos indicado en el capitulo 6, el calculo de Leitrninfé en el continente europeo
gracias a los trabajos de los hermanos Bernoulli y al libréegto del Marqués de L'Hépital que
divulgo las técnicas del célculo leibniziano por toda Earop
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